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EL PROBLEMA V ARIACIONAL 
' 

DEL PERFIL DE EOUILIBRIO 
·oE L.OS RIOS SUBTERRANEOS 

JULIO J. VALDES RAMOS 

Resumen 

Se seiiala y demuestra el caracter variacional del perfil de equilibria de una c·orriente 
de agua en un sistema, asf como la, importancia que desde 'el pun to de vista de la . 
evolucion morfologica de la regi6n tiene la . consideraci6n de dicho problema, pudiendose 
lograr una mejor comprensi6n del mecanismo de erosion y hidrocirculaci6n en los macizos 
rocosos. Finalmente es obtenida la soluci6n del problema planteado, mediante el uso del 
calculo variacional, encontrandose la ecuaci6n de la curva del perfil de equilibrio, que 
resulta ser una ciclolde. 

Tanto desde el punto de vista de la Geomorfologia 
como de la Espeleomorfologia, presenta in teres . la 
influencia de las lineas de drenaje como modificado­
res del paisaje, en especial, por su actividad erosiva. 
Seria, pues, de gran valor conocer, para una zona, 
despues de haber ubicado y reconocido las caracte­
risticas y morfologia de sus rios, arroyos, etc., las 
directrices principales de su evoluci6n futura, lo que 
brindaria un conocimiento mas completo de los pro-

. ~esos erosivos: perdida por arrastre de los suelos, 
lugares de acumulaci6n, etc. 

Para la Espeleologia tambien resulta esto impor­
tante, toda vez que se podria, al menos en principia, 
predecir la probable morfologia de una -caverna f 
extender el analisis a la evoluci6n de un sistema 
subterr{meo o de todo un carst. i.as condiciones su­
ficientes para poder llegar a hacerlo se discuten junto 
con el alcance del modelo presentado en el desarrollo 
matematico, en -el que, ademas, se mencion@ l:;ts 
variables fundamentales que toman parte en el pro­
ceso patural. 

Las implicaciones que ·para la economia del pais 
trae l{l posibilidad de conocer estos procesos, son 
obvias. El solo hecho de su influencia en la conser­
vaci6n ·de los suelos, interaoci6n .con acuiferos, cam­
bios en el curso de las corrientes de. agua (tanto 
superficiales como subterr{meas), acumulaci6n y 
embalse de las mismas, etc., hacen que sea necesaria 
Ia consideraci6n del problema del -perfil de equili­
bria de los rios en los proyectos ·de obras hidr{lUlicas 
para planes econ6micos y para estos mismos en si. 

L6gicamente, solo Ia evaluaci~n cuantitativa del 
proceso puede ilustrar de modo conveniente: ademas, 
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sin ella es imposible conside.rarlo desde el punto de 
vista de Ia ingenieria hidrilUlica. 

Enfoque analitico 

Considerese un rio "joven" y veamos las condicio­
nes fisicas que lo defjnen inicialmente. 

Una cierta .masa de fluido se . deposita· sobre la 
superficie terrestre, productd de la' precipitad6n, eri 
una region situada a una determinada altura sobre 
el nivel del mar · (fig. 1), siendo -su perfil una curva 
irregular 

La condicion minimizante de la energia potencll!l 
de un sistema sometido a efectos gravitatorios, obliga 
al agua a buscar un estado de mayor proximidad al 
de minima energia, geograficamente el nivel del mar. 
Comienza asi el excavado superficial del perfil cuando 
el agua se dirige bacia el mar. 

Ya se ha visto la necesidad de que el agua alcance 
el estado de menor energia posible; como consecuen­
cia de ello se impone tambien la condici6n de que 
el drenaje se realice en el menor tiempo posible. 
Es esta . seguada conclusion la fundamental en el 
tipo de anillisis que ·desarrcillaremos a continuaci6n. 

Entonces, el problema consi&te, pues, en encontrar 
cual es la curva que une dos puntos, sean estos A y B, 
naturalmente no situados en la misma vertical, que 
permita- a un cuerpo material recorrer la distancia 
entre ellos, a lo largo de dicha curva, en el menor 
tiempo posible. · 

Este problema, conocido como Problema de la Bra­
quist6crona, fue propuesto en 1696 par Iohanis Ber­
noulli, y fue uno de los que indujo a Leonardo Euler 



Fig. l 

a crear el Calculo Variacional, herramienta matema­
tica que se utiliza en la resoluci6n del problema. 

P.ara c.omenzar se fija un sistema de cpordenadas 
al cual poder referirse y situ~r los puntos inicial y 
final, asi como conocer la posicion geometrica de la 
curva, cuya ecuaci6n se propone encontrar (·fig. 2). 

Ante todo, es necesario observar la caida del 
cuerpo para poder determinar . la forma de la fun­
donal. Dado que no se supone la participaci6n de 
otras fuerzas ( fricci6n, resistencia del aire, etc.), 
la velocidad del· movimiento. del cuerpo considerado 
sera: 

ds 

dt 
v 2gy 

Entonces, la funcional que describe el tiempo em­
pleado en el movimiento entre los puntos conside­
rados, en particular el (0,0) yel (x17 y 1 ), de acuer­

. do al sistema de referenda previamente establecido, 
tiene la forma: 

t[ y (x)] 

/

x1 
= ~ . yl + (y')2 

y2g o· VY 

dx 

Pero la funcional debe cumplir con las condicio-
nes iniciales: · · 

y (0) = 00, Y (xl) = y, 

como · consecuencia de la ubicad6n de los puntos 
A y B en el sistema de referencia. Ello resulta 
evidente, puesto que la curva encontrada deber ser 
satisfecha por dichos puntos, que son la frontera 
del problema; en otras palabras, son las condicio­
n€s de contorno. 

Utilicese ahora la. ecuaci6n de Euler, para despues 
de integi"adas, conocer las curvas extremales, pues 
s6lo en elias puede alcanzarse el extremo de la fun-

Fig-. 2 

cional. La ecuaci6n de Euler es la siguiente: 

Fy - Fxy' - Fyy' y' - Fy' y' y" _:_ 0 

Veamos ahora la forma que adquiere la ecuacion 
de Euler al sustituir en ella la funci6n sub-integral 
de la funcional del problema. Observando que la 
funcion sub-integral no contiene explicitamente a x, 
se puede plantear directamimte la piimera integral 
de la ecuaci6n, la cual, convenientemente operada 
y habiendo sustltuido en ella funci6n sub-integral, 
queda: 

v;:;:- 2 

y' 
=C 

VY vy (~ + y/) 

Simplificando, queda: 

1 
C' 

vy 

2 

(1 + y' ) 

y, finalmerite: 

2 

y(l+y')=C' 

Procedamos a resolver la ecuaci6n diferencial, 
que es de primer orden. 

Puesto que la ecuaci6n cumple con todas las con­
diciones que exige el Teorema de Existencia y Uni­
cidad de la Soluci6n, esta sera fulica, es deeir, que 
una vez resuelta la ecuaci6n diferencial hallada que 
cumpla con las condiciones iniciales establecidas al 
inicio, le habremos encontrado, sin lugar a dudas, 
la ecuaci6n de la curva buscada. 

Observando la ecuaci6n se. nota .que pertenece al 
tipo F (y,y') = 0. Para resolverla se sustituye a y' 
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A 

Sumidero 
arroyo 
loa Pepelera 

ftg. 4 

I 

por un parametro. Sea esta sustituci6n y' 
e incorporimdola: · · 

C' C' 
y 

1 + cot2w csc2w 

Utilizando la identidad ·trigonometrica 

sen2w - 1 cos
2
w _2 __ ._ 

2 

se obtiene 

C' 
y (1 .- cos2w) 

2 

Para hallar x = x (w) notemos que 
/ 

dx 
dy 

y' 

Operando y sustituyendo 

2C' senw cosw · dw 

l'if,! 

cot w, 

C' sen2w 

·dx- 2C' sen2wdw 
cotw 

= C' (1 - cos2w) dw 

Integrando en ambos miembros 

sen 2w 
X C' (w- ) + C" 

2 

C' 

2 
(2w - sen 2w) + C" 
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Entonces las ecuaciones parametricas de la curva 
buscada son: 

C' 
X-C" 

2 
(2w- sen2w) 

C' 
y 

2 
(1 - cos2w} 

Pero como de acuerdo con las condiciones inicia­
les, para y _ 0, x = 0 se obtiene si se sustituye que 
C" = 0. Y si ahora, ademas, se hace 0 = 2 w, las 
ecuaciones parametricas adoptan la configuracion 

C' 

2 
(0-sen0) X 

C' 
Y= 

2 
(1 -cos 0 ). 

que representan- una familia de cicloides. . 
Finalmente se ha Uegado a la soluci6n del proble­

ma, habiendo encontrado que la curva que describe 
el perfil de equilibria de un rio es un arco de cicloi­
de, x:epresentado en la figura 3. 
· Si el rio, en el transcurso de su evoluci6n, logra 
alcanzar su perfil de equilibrio, toda la zona som­
breada sera excavada por el; representaran suelos 
rocas, material. terrrigeno que se habra perdido. 

AI tener el rio un cauce mas profundo se modi­
ficaran las posiciones de los acuiferos a el cercanos 
y, en general, el funcionamiento hidrol6gico de la 
region cambiara, conjuntamente con el paisaje, cuya 
evoluci6n geomorfol6gica dependera de este fen6-
meno de busqueda del perfil de e'quilibrio, sobre 
todo si se trata de un rio permanente con gran 
caudal. 
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Aqui se, ha supilesto de modo formal o implicita­
mente homogeneidad en el macizo rocoso, y ausen­
cia de fenomenos tectonicos; ademas, se ha excluido 
la . presencia de discordancias geologicas y litologi­
cas que van complicando el modelo y que, al tenerlas 
en cuenta, modificaran el problema de modo apre­
ciable, toda vez · que es necesario encontrar una 

· funcional, cuya · ftmcion sub-integral dependa de 
varias variables, en las que las condiciones iniciales 
serian mas estriCtas; circunstancias estas que ni con 
mucho escapan a la posibilidad matematica de reso­
lucion, pero si a la primera aproximacion que se 
supone en este trabajo. . 

Pese a las. dificultades q~e presenta el analisis del 
caso real, debido a las complicaciones que introdu­
ce en su tratamien:to 'matematico, no debe pensarse 
que el modelo ideal resulta esteril. El principal pro~ 
blema del caso re~l estriba en "traducir" esc gran 
cfunulo de v'ariables de tipo puramente geologico, 
a lenguaje matematico; y no son muchos los inten­
tos que se han rea~izado en esta direccion. No obs-· 
tante lo cual, el modelo ideal puede servir como 
punta en un entorno del que pueden fijarse los valo­
res adecuados en los calculos; o en un lugar <:on 
condiciones adecuadas en · el sentido de proximidad 
al modelo ideal, situar normalmente la curva. 

Incluso, en sitios en que practicamente no existan 
condiciones siquiera parecidas al caso teorico, la 
situacion de la curva brindara una idea del estado 

' actual del paisaje considerado y su lugar en Io que 
se refiere a la evolucion geomorfologica total de la 
region. 

Analicemos una posibilidad de caso real, muy 
comun en Cuba. 

Si se supone una region cai·sica .se debe sefialar, 
ante todo, la densidad de fisuraci6n que posee, pro­
':iucto ~~.)a gran intensidad de. procesos de ·caracter 

tectonicos desarrollados en nuestras islas, y si sc 
suma a ello la permeabilidad que presenta, asi como 
Ia posibilidad de ser · disuelta, en virtud de reaccio­
nes · quimicas que se verifican entre la roca y el 
agua caida, se vera que la mayor parte del. drenaje 
sera subterraneo, jugando iinportante papel la circu­
lacion hip6gea. En este caso, ademas de los factores 
antedichos, se debe tener en cuenta que, en general, 
los rios subterraneos atraviesan estratos de. diferen­
tes clases, buzamientos, . permeabilidad y regimenes 
de precipitaciones. 

;.En que medida contribuye cada uno de estos fac­
tores en cl problema que nos ocupa? 

Sin una ecuaci6n matematica que describa el com­
portamiento de cada uno, no es posible dar una solu­
cion exacta, y, dada la importancia que reviste lo 
ya considerado en las obras permanentes, funda­
mentales para el desarrollo economico, no sera tiem­
po perdido el que se emplee en buscar una forma 
de "traducir" la intervenci6n de esas circunstancias 
al elemento matematico. 

La elaboracion de ·una teoria sobre los rios subte­
rri'meos sera el factor decisivo en la corriprensi6n 
de los complicados problemas que presenta la circu­
laci6n hip6gea del agua y su almacenamiento en 
cuencas freaticas . 

Es aqui donde viene la espeleologia a desempefiar 
el papel importante, al brindar datos sobre la hidro­
logia subterranea como ciencia mas cercana a esa 
cuestion. 

De modo general es dificil observar en cavernas 
la evolucion total basta la dcloide, por las causas 
ya analizadas, pero existen aparentemente tramos 
con condiciones propicias en el interior de algunos 
cauces hip6geos en los que es posible observar io 
que pudieramos Hamar "morfologia cicloidea". Como 
eje~p!o de tales ·1ugares podemos mencionar la por-
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c1on del talweg subterr{meo del arroyo La Papelera, 
comprendida entre el Sumidero de ese arroyo y la 
Dolina de los Derrumbes, en Cueva Jibara (segun 
cartografia de A. Nuiiez Jimenez y Nicasio Viiia, en 
NUiiez 1967 ep. cit.), cuvo aspecto se muestra en la 

, figura 4. Cueva Jibara esta en la zona carsica 
Guisa-Los Negros, Oriente, seiialada como un sub­
tipo dentro de las Efevaciones Carsicas (Acevedo 
1967 ep. cit.). Tambh~n existen otras de esas por­
ciones en la Galeria del Gran Caii6n, Gouffre Berger, 
la cayerna mas profunda del mundo (segun un mapa 
de J. Cadoux y otros, en J. Cadoux 1957 ep. cit.) 
yaen la Sima de la Pierre Saint Martin, cuyas sec­
ciones se presentan en las figuras 5 y 6. 

El estudio de como las condiciones geol6gicas, • 
climaticas y demas pueden ser consideradas con 

·vistas a determinar la forma de 1a funcion sub-inte­
gral de Ia funcion~l, es objeto de estudio por parte 
del autor. 

Conclusiones 

1. La evoluci6n de un rio en busca de su perfil 
de equilibria influye decisivamente en la evoluci6n 
geomorfologica de un paisaje. La evoluci6n esta 
guiada por las · particularidades de la region, como 
fenomenos tectonicos, litoJogJa, estratigrafili , eli­
rna, etc., y estrechamente ligada a la erosion de los 
suelos y rocas, proceso de importante relacion con 
la economia. 

'2. El problema del perfil de equilibria de un rio 
puede tratarse matematicamente utilizando los re­
cursos del Calculo Variacional ee distintas variables, 
pero presenta gran complicacion, toda vez que no 
ha podido darse un tratamiento matematico adecua­
do a los factores involucrados en ese proceso. 

3. El modelo obtenido utilizando el Calculo Varia­
donal de una variable representa un caso ideal, que 
arroja una ·curva de equilibria en forma de arco de 
cicloide, y aunque no es reflejo de la realidad, puede 
analizarse de modo aproximado en: los procesos 
de erosion de los suelos, posibles zonas ,de deposi­
cion, excavado de los macizos rocosos y otros carac­
teres geomorfologicos. 

4. Pese a las inexactitudes del modelo ideal, exis­
ten lugares en cauces de rios subterraneos donde 
es posible aplicarlo al poseer estos condiciones apro­
piadas, como lo demuestran los segmentos de reco­
rridos subterraneos de Cueva Jibara, · la Gouffre 
Berger y la Sima de Pierre Saint Martin. 

5. Son necesarios estudios profundos por parte de 
ge6logos y fisicos para resolver · el cas9 real y poder 
realizar calculos exactos, asi como una teoria mate­
matica sobre los rios subterraneos, en especial, de 
la hidrologia carsica. 
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SIMBOLOS 

En este trabajo se utilizan los siguientes simbolos: 

c 

c· 

FXY 

Fy 

Fyy' 

.F , ' 
yy 

g 

s 

X 

y 

Y' 

= constante arbitraria 

= otra constante arbitraria 

= derivada parcial sucesiva de la funci6n sub-inte­
gral; primero, respecto de x; y luego de y 

= derivada parcial de la funci6n sub-integral, res­
pecto de y 

= derivada parcial sucesiva de la funci6n sub-inte­
gral; primero, respecto de y; iu1!go, de y• 

= derivada parcial doble de la funci6n sub-integral, 
respecto de y• • 

= aceleraci6n gravitato:ria 

= abscisa curvilinea 

= tiempo 

= abscisa cartesiana 

= ordenada 

= primera derivada de y respecto a x 

F 
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